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摘 要院本文引进一类 q-Durrmeyer-Stancu算子袁并研究该算子列的一些统计逼近性质遥 得到算子列的统计逼近
定理袁同时借助连续模和 Lipschitz函数类给出算子列统计收敛速度的估计遥
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自 1997年 Phillips[1]提出并研究 q-Bernstein算子
以来袁q-微积分在逼近论中的应用成为了一个研究热
点袁 很多逼近论方向的专家学者致力于该领域的研
究袁获得了许多很好的结果袁如文献[2-5]遥 2008年袁
Gupta[6]研究了 q-Durrmeyer算子的逼近性质遥 本文的
目的是引进一类 q-Durrmeyer-Stancu算子袁并结合统
计收敛概念袁研究该算子的统计逼近性质遥
首先袁我们引入 q-整数和 q-微积分的若干概念袁

这里所述的概念在文献[7-8]中可以找到遥对任意固定
的实数 q>0和非负整数 k袁q-整数[k]q和 q-阶乘[k]q!分
别定义为院

咱k暂q:=
渊1-qk冤/渊1-q冤袁q屹1
k袁 q=1嗓

和

咱k暂q浴 院=
咱k暂q咱k-1暂q噎咱1暂q袁k叟1
1袁 k=0嗓

让 q>0袁 对非负整数 n袁k袁n叟k袁q-二项式系数定
义为院

n
k蓘 蓡

q

院= [n]q![k]q! [n-k]q!
让 q>0袁对非负整数 n袁渊x-a冤n的 q-模拟渊x-a冤n

q定

义为

渊x-a冤n
q =

1袁 n=0袁
渊x-a冤渊x-qa冤噎渊x-qn-1a冤, n叟1.嗓

区间[0袁a]上 q-Jackson积分定义为院
a

0乙 f渊t冤dqt=渊1-q冤a
肄

j=0
移f渊q ja冤q j袁0<q<1袁

假设级数绝对收敛.
Beta函数的 q-模拟定义为院
Bq渊m袁n冤= 1

0乙 tm-1渊1-qt冤n-1
q dqt袁m袁n>0.

易知

Bq渊m袁n冤= [m-1]q! [n-1]q!
[m+n-1]q! .

设 琢袁茁是给定的两个实参数袁 满足 0燮琢燮茁.对
f沂C [0袁1]袁q沂渊0袁1冤袁x沂[0袁1]袁n沂N袁 定义 q -Dur鄄
rmeyer-Stancu算子为院

D渊琢袁茁冤
n袁q 渊f曰x冤

=咱n+1暂q

n

k = 0
移 q -kpn袁k 渊q曰x冤 1

0乙 pn袁k 渊q曰qt冤f渊 咱n暂qt+a
咱n暂q+茁

冤dqt袁
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渊1冤
其中

pn袁k渊q曰x冤=
n
k蓘 蓡

q

xk渊1-x冤n-k
q . 渊2冤

注 当 琢=茁=0时袁算子 D渊琢袁茁冤
n袁q 渊f曰x冤退化为 Gupta[6]

引进的 q-Durrmeyer算子 Dn袁q渊f曰x冤.

1 几个引理

下面给出本文需要的几个引理遥
引理 1.1[6] 对 q-Durrmeyer算子 Dn袁q渊f曰x冤袁让 em

渊t冤=tm袁m=0袁1,2.则
渊印冤Dn袁q渊e0曰x冤=1曰
渊英冤Dn袁q渊e1曰x冤=

1+q咱n暂q x
咱n+2暂q

曰
渊印印印冤Dn袁q渊e2曰x冤

= q3咱n暂q渊咱n暂q-1冤x2+q渊1+q冤2咱n暂qx+1+q
咱n+2暂q咱n+3暂q

.

由 q-Durrmeyer-Stancu算子和 q-Durrmeyer算子
的定义袁易得如下引理.
引理 1.2 对任意的 m沂N胰{0}袁让 em渊t冤=tm袁则
D渊琢袁茁冤

n袁q 渊em曰x冤=
m

j = 0
移 m

j蓸 蔀 咱n暂j
q 琢

m-j

渊咱n暂q +茁冤m Dn袁q渊e j曰x冤.

由引理 1.1和引理 1.2袁经过简单计算袁可以得到
如下结论.
引理 1.3 对 q-Durrmeyer-Stancu算子 D渊琢袁茁冤

n袁q 渊f曰x冤袁
让 em渊t冤=tm袁m=0袁1,2.则

渊印冤D渊琢袁茁冤
n袁q 渊e0曰x冤=1曰 渊3冤

渊英冤D渊琢袁茁冤
n袁q 渊e1曰x冤=

咱n暂q

咱n暂q +茁 渊 1+q咱n暂q x
咱n+2暂q

冤+ 琢
咱n暂q +茁

曰 渊4冤
渊印印印冤D渊琢袁茁冤

n袁q 渊e2曰x冤

=
咱n暂2

q

渊咱n暂q +茁冤2 渊 q3咱n暂q渊咱n暂q-1冤x2+q渊1+q冤2咱n暂qx+1+q
咱n+2暂q咱n+3暂q

冤

+
2琢咱n暂q

渊咱n暂q +茁冤2 渊 1+q咱n暂q x
咱n+2暂q

冤+ 琢2

渊咱n暂q +茁冤2 . 渊5冤
引理 1.4 对 q-Durrmeyer-Stancu算子 D渊琢袁茁冤

n袁q 渊f曰x冤袁

有

D渊琢袁茁冤
n袁q 渊渊t-x冤2曰x冤燮 12茁2+22茁+琢2+6琢+11

咱n暂q+茁
渊1+ 1

咱n暂q+茁
冤.

证 因为 D渊琢袁茁冤
n袁q 渊渊t-x冤2曰x冤=D渊琢袁茁冤

n袁q 渊t2曰x冤-2xD渊琢袁茁冤
n袁q 渊t曰x冤+

D渊琢袁茁冤
n袁q 渊x2曰x冤,因此由引理 1.3可得

D渊琢袁茁冤
n袁q 渊渊t-x冤2曰x冤院=渊A 渊琢袁茁冤

n袁q +B渊琢袁茁冤
n袁q 冤x2+B渊琢袁茁冤

n袁q x渊1-x冤+C渊琢袁茁冤
n袁q 袁

其中

A渊琢袁茁冤
n袁q =

q3咱n暂3
q渊咱n暂q-1冤-2q咱n暂2

q渊咱n暂q+茁冤咱n+3暂q +渊咱n暂q +茁冤2咱n+2暂q咱n+3暂q

渊咱n暂q +茁冤2咱n+2暂q咱n+3暂q

袁

B渊琢袁茁冤
n袁q =

q渊1+q冤2咱n暂3
q +2琢q咱n暂2

q咱n+3暂q -2渊咱n暂q +茁冤咱n+3暂q渊咱n暂q +琢咱n+2暂q冤
渊咱n暂q +茁冤2咱n+2暂q咱n+3暂q

袁

C渊琢袁茁冤
n袁q =

渊1+q冤咱n暂2
q +2琢咱n暂q咱n+3暂q +琢2咱n+2暂q咱n+3暂q

渊咱n暂q +茁冤2咱n+2暂q咱n+3暂q

.

易知B渊琢袁茁冤
n袁q 燮 4+2琢

咱n暂q+茁
袁C渊琢袁茁冤

n袁q 燮 2+2琢+琢2

渊咱n暂q+茁冤2 .基于咱n暂q =
1-qn

1-q 袁

经过简单计算可得 A 渊琢袁 茁冤
n袁q +B渊琢袁 茁冤

n袁q 燮 12茁2+22茁+4琢+9
渊咱n暂q +茁冤2 .因

此袁由max
x沂[0袁1] x渊1-x冤=14 袁0燮琢燮茁可得
D渊琢袁茁冤

n袁q 渊渊t-x冤2曰x冤燮 1+琢
咱n暂q+茁

+ 12茁2+22茁+琢2+6琢+11
渊咱n暂q +茁冤2

燮 12茁2+22茁+琢2+6琢+11
咱n暂q +茁 渊1+ 1

咱n暂q+茁
冤.

2 统计逼近

设 K是自然数集 N的一个子集.xK为 K 的特征函

数袁K的密度定义为 啄渊K冤院=lim
n寅肄

1
n

n

k = 1
移xK渊k冤袁如果极限

存在渊见[9]冤.称序列 x={xn}统计收敛到数 L袁并记作 st-
lim

n
xn=L袁如果对于任意的 着>0,啄{n沂N院 xn-L 叟着}越0 [10].

注 2.1 任何收敛数列是统计收敛的袁 但反之不
然[11].

设 B[a袁b]表示定义在区间[a袁b]上的所有有界函
数的集合袁C[a袁b]表示定义在区间[a袁b]上的所有连续
函数的集合.2002年袁Gadjiev和 Orhan[12]将统计收敛概

念应用到逼近理论中袁 得到了如下关于统计收敛的
Bohman-Korovkin型逼近定理.

2窑 窑
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定理 2.1[12] 设{A n}n沂N 是从 C[a袁b]到 B[a袁b]的正线
性算子列袁st-lim

n
椰A n渊ev曰援冤-e v椰C [a袁b]=0袁其中 ev渊t冤=tv,v=

0袁1袁2.则对任意的 f沂C[a袁b]袁有
st-lim

n
椰A n渊f曰援冤-f椰C [a袁b]=0.

设序列 q={qn}袁0<qn<1满足条件院
st-lim

n
qn=1袁st-lim

n
qn

n =a渊a<1冤 渊6冤
下面给出 q-Durrmeyer-Stancu算子的统计逼近定

理.
定理 2.2 让序列 q={qn}袁0< qn <1满足条件渊6冤袁

则对任意 f沂C[0袁1]袁有
st-lim

n
椰D渊琢袁 茁冤

n袁qn
渊f曰援冤-f椰C [0袁1]=0.

证 由 q-Durrmeyer-Stancu算子和 q-Jackson积
分的定义知袁对任意 f沂C [0袁1]袁 {D 渊琢袁 茁冤

n袁qn
渊f曰x冤}是从 C

[0袁1]到 C[0袁1]的正线性算子列遥对ev渊t冤=tv,v=0袁1袁2袁由
渊3冤式袁显然有

st-lim
n
椰D渊琢袁 茁冤

n袁qn
渊e0曰援冤-e0椰C [0袁1]=0 . 渊7冤

由渊4冤式袁我们有
D渊琢袁 茁冤

n袁qn
渊e1曰x冤-e1 渊x冤

=渊 qn咱n暂2
qn

渊咱n暂qn
+茁冤咱n+2暂qn

-1冤x+
咱n暂qn

+琢咱n+2暂qn

渊咱n暂qn
+茁冤咱n+2暂qn

基于咱n+2暂qn
= 咱n暂qn

+qn
n咱2暂qn

袁对 x沂[0袁1]袁有
椰D渊琢袁 茁冤

n袁qn
渊e1曰援冤-e1椰C [0袁1] 燮渊1-qn冤+ 琢+3茁+3

咱n暂qn
+茁 .

对任意给定的正数 着袁令
U={k:椰D渊琢袁 茁冤

k袁qk
渊e1曰援冤-e1椰C [0袁1] 叟着}袁U1={k:1-qk叟着2 }袁

U2=喳k: 琢+3茁+3
咱k暂qk

+茁 叟着2 札.显然有 U哿U1胰U2 袁因此
啄喳k燮n院椰D渊琢袁 茁冤

k袁qk
渊e1曰援冤-e1椰C [0袁1] 叟着札

燮啄喳k燮n院1-qk叟 着2 札+啄喳k燮n院 琢+3茁+3
咱k暂qk

+茁 叟 着2 札.
渊8冤

由渊6冤式易知
st-lim

n
渊1-qn冤=0袁st-lim

n

琢+3茁+3
咱n暂qn

+茁 =0袁因此由渊8冤式

可得 st-lim
n
椰D渊琢袁 茁冤

n袁qn
渊e1曰援冤-e1椰C [0袁1] =0. 渊9冤

由渊5冤式袁我们有
D渊琢袁 茁冤

n袁qn
渊e2曰x冤-e2 渊x冤

= qn
3咱n暂3

qn
渊咱n暂qn

-1冤
渊咱n暂qn

+茁冤2咱n+2暂qn
咱n+3暂qn

-1冤x2

+
咱n暂2

qn

渊咱n暂qn
+茁冤2 渊

qn渊1+qn冤2咱n暂qn
x+1+qn

咱n+2暂qn
咱n+3暂qn

冤

+ 2琢咱n暂qn

渊咱n暂qn
+茁冤2 渊

1+qn咱n暂qn
x

咱n+2暂qn

冤+ 琢2

渊咱n暂qn
+茁冤2 .

基于咱n+2暂qn
=咱n暂qn

+qn
n咱2暂qn

袁咱n+3暂qn
=咱n暂qn

+qn
n咱3暂qn

袁
对 x沂[0袁1]袁经简单计算可得

椰D渊琢袁 茁冤
n袁qn

渊e2曰援冤-e2椰C [0袁1]

燮渊1-q3
n 冤+ 18+24茁+12茁2+4琢+琢2

咱n暂qn
+茁 .

对任意给定的正数 着袁令
V={ k院椰D渊琢袁 茁冤

k袁qk
渊e2曰援冤-e2椰C [0袁1]叟着}袁V 1={k院1-qk

3叟 着2 }袁
V 2={k院 18+24茁+12茁2+4琢+琢2

咱k暂qk
+茁 叟着2 }.显然有 V哿V 1胰V 2袁

因此

啄喳k燮n院椰D渊琢袁 茁冤
k袁qk

渊e2曰援冤-e2椰C [0袁1] 叟着札
燮啄喳k燮n院1-qk

3叟着2 札
+啄喳k燮n院 18+24茁+12茁2+4琢+琢2

咱k暂qk
+茁 叟着2 }. 渊10冤

由渊6冤式易知 st-lim
n
渊1-qn

3冤=0袁
st-lim

n

18+24茁+12茁2+4琢+琢2

咱n暂q n
+茁 =0袁因此由渊10冤式可得

st-lim
n
椰D渊琢袁 茁冤

n袁qn
渊e2曰援冤-e2椰C [0袁1] =0. 渊11冤

结合渊7冤袁渊9冤和渊11冤式袁由定理 2.1可知所述的结
论成立.

3 统计收敛速度

对 f沂C[0袁1]和 啄>0袁f 的连续模定义为 棕渊f袁啄冤=
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sup sup
0<h燮啄 x袁x+h沂[0袁1] f渊x+h冤-f渊x冤 .让 f沂C [0袁1]袁对任意的 t袁
x沂[0袁1]和 啄>0袁我们有

f渊t冤-f渊x冤 燮棕渊f袁 t-x 冤燮
棕渊f袁啄冤袁 t-x <啄
棕渊f袁 渊t-x冤2

啄 冤袁 t-x 叟啄

扇

墒

设设设设设缮设设设设设

.

又因为对 姿>0袁有 棕渊f袁姿啄冤燮渊1+姿冤棕渊f袁啄冤袁
所以对任意的 t袁x沂[0袁1]和 啄>0袁有

f渊t冤-f渊x冤 燮渊1+啄-2渊t-x冤2冤棕渊f袁啄冤袁 渊12冤
下面我们将借助于连续模袁给出算子列{D渊琢袁 茁冤

n袁qn
渊f曰x冤}的

统计收敛速度.
定理 3.1 让序列 q={qn}袁0< qn <1满足条件渊6冤袁

则对任意 f沂C[0袁1]袁有椰D渊琢袁茁冤
n袁qn

渊f曰援冤-f椰C [0袁1] 燮2棕渊f袁啄n冤袁
其中

啄n= 12茁2+22茁+琢2+6琢+11
咱n暂qn

+茁 渊1+ 1
咱n暂qn

+茁 冤嗓 瑟 1/2
渊13冤

证 利用算子 D渊琢袁 茁冤
n袁q 渊f曰x冤的线性性和正性袁由引理

1.4及渊3冤和渊12冤式可得
D渊琢袁 茁冤

n袁q 渊f曰x冤-f渊x冤 燮D渊琢袁 茁冤
n袁q 渊 f渊t冤-f渊x冤 曰x冤

燮渊1+啄-2D渊琢袁 茁冤
n袁q 渊渊t-x冤2曰x冤冤棕渊f袁啄冤

燮 1+啄-2 12茁2+22茁+琢2+6琢+11
咱n暂q +茁 渊1+ 1

咱n暂q +茁 冤蓘 蓡棕渊f袁啄冤.

在上式中取 q=qn袁0<qn<1满足条件渊6冤袁并且选择
啄 为渊13冤式给出的 啄n袁我们有 D渊琢袁 茁冤

n袁qn
渊f曰x冤-f渊x冤 燮2棕

渊f袁啄n冤袁从而
椰D渊琢袁 茁冤

n袁qn
渊f曰援冤-f椰C [0袁1]燮2棕渊f袁啄n冤.

下面我们将借助于 Lipschitz函数类袁给出算子列
{D渊琢袁 茁冤

n袁qn
渊f曰x冤}的统计收敛速度.
定理 3.2 让 q={qn}袁0<qn<1满足条件渊6冤.设 f渊x冤

沂Lip滓M 袁其中 0<滓燮1袁M>0袁x沂[0袁1]袁则
椰D渊琢袁 茁冤

n袁qn
渊f曰援冤-f椰C [0袁1]燮M啄n

滓袁
其中 啄n 由渊13冤式给出.
证 让 f渊x冤沂Lip滓M 袁其中 0<滓燮1袁M>0袁x沂[0袁1]袁

则 f沂C[0袁1]袁且对任意的 t袁x沂[0袁1]袁有
f渊t冤-f渊x冤 燮M t-x 滓 .这样袁由算子 D渊琢袁 茁冤

n袁q 渊f曰x冤的正性

和线性性袁可得
D渊琢袁 茁冤

n袁q 渊f曰x冤-f渊x冤 燮D渊琢袁 茁冤
n袁q 渊 f渊t冤-f渊x冤 曰x冤

燮MD渊琢袁 茁冤
n袁q 渊 t-x 滓 曰x冤.
因此袁基于渊3冤式袁由 H魻lder不等式袁我们有

D渊琢袁 茁冤
n袁q 渊f曰x冤-f渊x冤 燮MD渊琢袁 茁冤

n袁q 渊 t-x 滓 曰x冤
燮M D渊琢袁 茁冤

n袁q 渊渊t-x冤2曰x冤蓘 蓡滓 / 2 .
在上式中取 q=qn袁0<qn<1满足条件渊6冤袁从而由引

理 1.4知
D渊琢袁 茁冤

n袁qn
渊f曰x冤-f渊x冤 燮M D渊琢袁 茁冤

n袁qn
渊渊t-x冤2曰x蓘 蓡 滓 / 2燮M啄n

滓 袁
其中 啄n由渊13冤式给出.这蕴含着定理得证 .
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